ECG2

Mathématiques appliquées

Planches HEC

Sujet Maths appliquées 5

Exercice avec préparation 1

Soit la relation de récurrence : (R) {

UO:1
pour n € N, upp1 = up — 4+ %7

1. Cours. Théoréme de la limite monotone pour une suite.

2. Montrer que (R) définit une suite (u,)nen, que cette suite est décroissante, et qu’elle tend vers —oo.

3. a)

n—1
Montrer que pour tout n € N : w,, =1 —4n+ ) e,
k=0
En déduire : 1 —4n < u, < e — 3n.
n—1 €
Montrer que la somme ) e"* est majorée par la constante
k=0
Déterminer une suite (wy,)nen de terme général de la forme w, = c¢-nP, avec ¢ € R* et p € Z,
telle que les suites (wy )nen €t (un)nen soient équivalentes quand n tend vers +oo.

1—e 3

In

Montrer que pour n = 700, <1072

n

Compléter le programme Python ci-dessous pour qu’il donne le plus petit entier naturel n tel

que )un — 1’ <1072,

n

from numpy import exp, abs

-3 + np.exp(1)

B e
o
[y

n+=1
print(n)

o o N (o jor e (W o e

Exercice sans préparation 1
Soient Ay, ..., A, des événements d’un espace probabilisé. Pour tout k € [1,n], on note By, I'événement
« au moins k événements parmi Ay, ..., A, sont réalisés ».

n
En considérant la variable aléatoire X = )" 14,, montrer que :

k=1

S P(Ar) = 3. P(By).
k=1 k=1
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :
1. Soit (uy) une suite de réels.
o Si (uy) est croissante et majorée, alors elle converge.
o Si (uy) est décroissante et minorée, alors elle converge.

2. Posons f : x — x — 4+ €®. La fonction f est bien définie sur R et la propriété (R) se réécrit :

(R ug =1
pour n € N, upq1 = f(un)

Ainsi, il vient que la suite (uy,) est bien définie.

Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

ouP(n): «u, <1y

Initialisation :

On a ug = 1. D’ou P(0).

Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
On a:

Uptl = Up — 4+ "7
<l—-4+e (par hypothése de récurrence)
<e—3

Or, e > 2,7 donc up4+1 <0< 1. Dot P(n +1).

Soitn € N. On a:
Uptl —Up =€ —4<e—4<0

Donc la suite (u,,) est strictement décroissante.

Supposons que (u,) soit minorée. Dans ce cas elle converge par théoréme de la limite monotone.
Notons ¢ sa limite. Par théoréme de point fixe (la fonction f est continue sur R), on obtient :

(=0—4+¢

et donc :
et =4

Or, ¢ < up = 1 par décroissance de (uy,). C’est absurde.

On peut alors conclure que (u,) est décroissante et non minorée donc elle diverge vers —oo.

3. a) Soit n € N*. Sommons la relation de récurrence ug+1 — ux = —4 + €“* pour k variant de 0 a
n — 1 (valable car n — 1 > 0).

n—1 n—1
> (upgr —ug) = 30 (=4 +e™)
k=0 k=0
et donc, par télescopage :
n—1
Up —ug = —4n + Y e
k=0

d’otl :
n—1
Up=1—4n+ > e
k=0
On remarque pour finir que cette formule est encore valable pour n = 0.




ECG2

Mathématiques appliquées

b)

n—1
Ainsi: Vn e N, up =1—4n+ > e,
k=0

o D’aprés la formule précédente :

n—1
Up — (1 —4n)= > e >0
k=0
par positivité de la fonction exponentielle.

e On a vu lors de la récurrence de la question 2 que, pour tout k > 1, ug < 0. Il suit :

n—1 n—1 n—1
et =e+ > e <e+ > 1l=e+n-1
k=0 k=1 k=1

D’ou :
Up < 1—4dn+e+n—1=e—3n

L’encadrement étant encore valable pour n = 0, on peut conclure :

YvneN, 1—4n <u, <e—3n.

Pour n = 0, la somme est vide donc vaut 0. Dans ce cas la majoration est valable.

Soit n € N*. D’aprés la question précédente :

n—1 n—1 3%
Z Uk < Z e~
k=0 k=0

+o0o
<e® > (e*3)k (série géométrique convergente car e > €] —1,1[)
k=0

o 1
1—e3

ee

1—e3

Soit n € N*. D’aprés la question précédente :

n—1 e®
0< e <

kzz:o 1—e™3

donc : o
l1—-4dn<u,<1—4n+
1—e3
d’ou :
1 Un, 1 e®

l——2= > o
dn = —4n dn (1 —e3)4n

Par théoréme d’encadrement :

U
lim =1
n—+oo —4n
On peut conclure que : u,, ~ —4n (on pose w, = —4n pour la suite).
n——+oo
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b) Soit n > 700. D’aprés les calculs précédents :

1+ —
Un 1‘ < 1o
Wy, 4n
« D’une part : 4n > 2800 = 28 x 107.
x D’autre part :
ee 3 e 27
=e€ <
1—e3 e3—1 ed -1
et donc il suffit de montrer que :
ee
<1
ed—1
Or:
ee
<1 <= e<e?—1 < 1<
e3—1

et puisque 2,7 < e < 2,72, il suit que e® > 4 et 3 —e > 0,25

I'intégrale (les bornes étant dans l'ordre croissant) :

(&]

e —e

1 . .
—. D’oii, par croissance de

4

3
e3—ee:/ efdr > (3—e)e®>4(3—¢)2>1

¢) On compléte le programme Python de la maniére suivante :

1 from numpy import exp, abs

2

3 u= -3+ np.exp(1)

4 n=1

5

¢ while np.abs(u/(-4*n) -1) >= .
7 u=u- 4+ np.exp(u)

8 n+=1

9 print(n)
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Réponses de I’exercice sans préparation 1 :

o D’une part :

=
>
I
=
~
M=
=
o
~__

k=1
= kil E(14,) (par linéarité de [’espérance)
— Y P(4y)
k=1
o D’autre part :
E(X)
— % KP(X = k)
k=0
= 3 K (B(X > 4) (X > k+1)
k=0
— Y RP(X 2 A) - > KP(X > k+1])
k=0 k=0
_ kio EP([X > K]) — :i (k= D) P(X > K]) (par décalage d’indice)
n n+1 n+1
= Y EP(X >2k])— > kEP(X = k])+ > P(X = k] (par linéarité de la somme)
k=0 k=1 k=1

— OxP(X >0+ 3 kPUXSK]) — <i 2 >k]+(n+1)IP’([X>n+1])> +:§P({X>k])

_ ¥ (car, comme X (Q2) = [0,n] :
= P =H) X>n+1=2)
~ > BB

k=1




ECG2 Mathématiques appliquées

Sujet Maths appliquées 1

Exercice sans préparation 2

On se donne (¢;);en une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi normale
centrée réduite, x € R un réel, et a €]0; 1].

On étudie le processus aléatoire (X, )nen défini par

XO =T
pour tout n € N, X411 = aX,, + €5.

Etudier la convergence en loi de X,.

Réponses de ’exercice sans préparation 2 :
« Exprimons les premiéres variables aléatoires X, en fonction des ¢; :
X() =T
X1 =ax+¢
Xo = o’z + aey + €1
X3 = ol + a260 + aer + €3

On démontre alors par récurrence :

n—1 )
vneN, X, =a"x+ a1,
i=0

« D’aprés la formule précédente et par stabilité des lois normales par combinaisons linéaires (les €; sont
bien indépendantes) puis par transformée affine, il suit que :

vneN, X, >N (mn,ofl)
n—1 . 1/2
ou my, = a"x et o, = (Z (a2)z> )

=0

o La série ) (az)n est une série géométrique de raison ¢ = o €0, 1], ainsi elle converge. On pose :
1/2

o= lim o,= lim nz—:l (on)i : -t

C notoo ' notoo i=0 o V11— o?

et on note W — N (0,0?).
On remarque également que :
lim m, =0
n—-+0o00

o Soit y € R et soit n € N*.
Fx, (y) = P([Xn <))

()
On On
()

On

— O (g) (par continuité de ® sur R)
n—-+oo o
= Fw(y)
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On peut donc conclure que : X,

Z
—
n——+0o

w.




