ECG2 Mathématiques appliquées

Planches HEC

Sujet E 76

Exercice avec préparation 1

1. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité.
Dans cet exercice, les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, o7 ,IP), a valeurs
dans Ry et admettent une densité.

Soit X une variable aléatoire & densité admettant une espérance E(X). On note respectivement F
et f, la fonction de répartition et une densité de X.
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

2. Pour x > 0 :
+o0o
a) Justifier la convergence de l'intégrale / tf(t) dt.
x

+o00
b) Etablir les inégalités : / tf(t) dt > z(1— F(x)) > 0.

T
+oo
¢) Montrer a l'aide d’une intégration par parties que : E(X) = / (1—=F(t)) dt.
0

3. Pour tout n € N*, on note Z,, = max(Xi, Xo,...,X,), Gy la fonction de répartition de Z,, et gy
une densité de Z,,.

a) Exprimer pour tout t € R, G,,(t) en fonction de F(t).
b) Etablir Pexistence de E(Z,).

¢) Pour n > 2, montrer que : E(Z,,) —E(Z,—1) = /+OO (F(£))" (1 = F(¢)) dt.
0

1
d) Soit m > 0. On suppose que X suit la loi exponentielle de paramétre m (d’espérance —).
m

Calculer E(Z,).
Donner un équivalent de E(Z,) lorsque n tend vers +oo.

Exercice sans préparation 1

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et X une matrice colonne non nulle de .#, ; (R).
On pose : A= X'X.

1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
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Réponses de I’exercice avec préparation 1 :

1. Soit X une variable aléatoire & densité. La fonction de répartition de X est la fonction Fx définie
par
Vo € R, Fx(z) =P([X < z])

Elle a comme propriétés :
o F'x est continue sur R

o Fx est de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

“+o00
2. a) Soit x > 0. Par hypothése, X admet une espérance donc 'intégrale / tf(t) dt converge

—00

+o00o
absolument. Ceci implique que I'intégrale / tf(t) dt converge.

xX
b) Soit x > 0. On a F(z) =P([X < z]) € [0,1] donc 1 — F(z) > 0. D’ou z(1 — F(z)) > 0.
D’autre part, pour tout t > x, onatf(t) > xf(t) (car f(¢) > 0) donc par croissance de l'intégrale,
les bornes étant rangées dans l’ordre croissant :

+o0 +o0 +oo
/ LE(t) dt >/ 2f(t) dt = y;/ F(t) dt = 2(1 — F())

D’ou

/M tf(t) dt > z(1 — F(z)) > 0.

c¢) Par hypothése, X (Q) C R™ donc on peut considérer que f est nulle en dehors de [0, +00|. Ainsi,

+oo
E(X) = / LE(E) dt
0
Soit > 0. On procéde par intégration par parties :

u'(t) = f(t) u(t)=F(t) -1
v(t) =t V() =1

Cette IPP est valide car u et v sont de classe C* sur [0,z]. On a alors :

T

/x HF(E) dt = [ H(P(t)— 1) | —/x (F(t)— 1) dt
0 0
:x(F(:L‘)—l)—I—/O (1— F(1) dt

/m (1 P(t)) dt = / LF(L) dt + 2(1 — F(x))
0 0

T +o00
On sait que lim / tf(t) dt = E(X). On sait aussi que lim / tf(t) dt = 0 donc,
z—+oo [y r—+oo [,

d’aprés la question 2.b) et par théoréme d’encadrement, il vient que lir+n z(1—F(z))=0.
T—r+00

xT

On en déduit que lim (1—=F(t) dt =E(X).

T—r—+00 0
Donc
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3. a) Soit n € N* et soit t € R.

Gn(t) = P([max(X1, Xa, ..., Xp) < t])

P <ﬁ (X < t])
k=1

= H P([ Xk < t]) (par indépendance)
k=1

= H P(X <)) (car les Xy, suivent la méme loi que X )
k=1

= F(t)"

b) La fonction G,, est de méme régularité que F' donc Z,, est une variable aléatoire a densité. On
détermine une densité g, de Z, en dérivant G,, sur les intervalles ouverts ol elle est de classe
Cl,ie. ]—00,0[ et |0, 4+o0] :

On compléte la définition de g, en posant ¢,(0) = 0.
+o0o
La variable aléatoire Z,, admet une espérance si et seulement si l'intégrale impropre tgn(t) dt

—0o0
converge absolument, ce qui revient & montrer la convergence pour ce calcul de moment. Or,
+oo +oo
[ tat = [ gt
—0o0 0

car gp, est nulle en dehors de [0, +-o0].
On remarque ensuite que, pour tout ¢ > 0, 0 < ntf(t)F(t)" ' < ntf(t) car 0 < F(t) < 1.

—+00
Or, l'intégrale / tf(t) dt converge par hypothése donc par critére de comparaison par inéga-
0

“+o0o
lité pour les intégrales généralisées de fonctions continues et positives, l'intégrale / tgn(t) dt
0

converge aussi. On peut alors conclure que

Z, admet une espérance.

c¢) Soit n > 2.

(F@)" ' — F(t)™) dt (cf question 3.a))
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d) Soit k > 2. Soit B > 0.

B B
/ (F()F1(1 - F(t)) dt:/ (1 — e mtyk—Le=mt gy
0 0

1 [B
= — me” ™ (1 — e*mt)k*1 dt
mJo
1 [ (1—e mh)F }
T m k
0
1
= (1 —mB\k
— )
Or, lim 1—e ™8 =1 donc
B—+400
1
E(Zy) —E(Zy_1) = —
(Z1) = E(Zy-1) = —

Soit n > 2. On somme 1’égalité précédente pour k variant de 2 & n. On obtient par télescopage :

EZn _EZ = EZ —EZ_ = _— = R
(Zn) — E(Z1) kgz (Zk) — E(Z-1) k§2mk‘ k;mk
1
Or, E(Z1) = - donc
no] 1 1
E(Z,) = —_— = —
(Zn) k§1mk¢ mkglk

donc par sommation on obtient

n+1 1 n
o d’une part : In(n +1) = / : dt < >
1

n=1 1 n 1 n
« d’autre part : — = < / n dt = In(n)
= = 1

ce qui donne

Par théoréme d’encadrement :

no1
> =
=1 k
— 1
In(n) n—+oo
et donc
S %~ () et E(Z) ~ —In(n)
— ~ In(n)e ~ —ln(n
k=1 I{} n——+oo n n—+oo 1M
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Réponses de ’exercice sans préparation 1 :
1. La matrice A est symétrique par construction donc elle est diagonalisable.
&
2. Notons X = et notons C1,...,C, les colonnes de A.
Tn
On remarque que, pour tout k € [1,n], Cx = 24 X. Puisque X # 04, ,(r), il vient que rg(A4) = 1.
Par théoréme du rang : dim(Ey(A)) =n — 1.
On remarque aussi que AX = X(*XX) = aX o

a='XX=3Y 22 #0
k=1

donc « est valeur propre de A et dim(E,(A)) = 1 puisque
n—14+dim(Ey,(A)) <n

Ainsi, E,(A) = Vect (X).
9
Déterminons maintenant Eg(A). Soit Y = | | € 4, 1(R).

Yn

AY = Ok%n,l(R) < X(tXY) = Otﬂn,l(R)

<~ 5X:0///n,1(R) (O?l,@zkz a:kyk)
=1
— =0 (car X # 0 4, \(v))
= Z Tpyr =0
k=1

Il existe ig € [1,n] tel que z;, # 0. On en déduit que

Tk
AY =04, @) <= Yip=— Y o
1<k<n "0
k+#io
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Sujet Maths appliquées 1

Exercice avec préparation 2
Soit m un réel strictement positif et f ’'endomorphisme de R? dont la matrice M dans la base canonique
de R3 est :

0 1/m 1/m?
M=m 0 1/m
m?2  m 0

On note I la matrice identité de .#5(R) et id ’'endomorphisme identité de R?. Pour tout endomorphisme
g de R? on pose ¢° = id et, pour tout k appartenant a N*, g* = g o gF~1.

1. Question de cours : critére de diagonalisabilité d’une matrice selon les sous-espaces propres.

2. a) Montrer que la matrice M? est une combinaison linéaire de M et de I. En déduire un polynéme
annulateur non nul de M.

b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M. La matrice M est-elle diago-
nalisable ?

1 1
3. Soient p et g les endomorphismes de R3 définis par p = 3 (f+id) et ¢ = —3 (f —2id).
a) Calculer p o g et g o p, puis pour tout n appartenant a N, p” et ¢".
b) En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de f™ en fonction de p et q.

c) Déterminer deux suites réelles (a,) et (b,) telles que pour tout n appartenant a N, M™ =
apl + b, M.

d) Cette derniére formule reste-t-elle valable si n appartient & Z 7

Exercice sans préparation 2
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et € une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur {—1,1}. X et e sont supposées indépendantes.

1. Ecrire un script Python permettant de simuler 1000 réalisations de la variable aléatoire ¥ = X
et d’en afficher une représentation.

2. Trouver la loi de Y.
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Réponses de I’exercice avec préparation 2 :

1. Une matrice M € .#,(R) est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres est égale a n.

2. a)

0 1/m 1/m? 0 1/m 1/m? 2 1/m 1/m?

M=(m 0 1/m m 0 1/m]=[m 2 1/m|=M+2I
m? m 0 m? m 0 m? m 2

On en déduit que P(x) = 22 — 2 — 2 est un polynéme annulateur de M.

b) Tout d’abord, on remarque que P(z) = (z — 2)(x + 1). On en déduit que les valeurs propres
possibles de M sont 2 et —1.

X
Soit U = (y) € M31(R).

V4
o Tout d’abord :
UEEfl(M)<:>(M+I —0///31

1 1/m 1/m x 0
<= (m 1 1/m)(y> (O)
m? z 0

+

+

+

z

r + y %

m

= ¢ mr + ¥y

0
1
—z=0
m2x  +my 0

= mlr+my+2=0 (car les trois lignes sont proportionnelles)

D’ou

E_{(M) = (5) € M31(R) | z=—m*z —my

z

—m2x — my

1 0
= Vect ( 0 ), ( 1 ) 75 {0.//4’3,1(R)}

donc —1 est valeur propre de M.

1 0
De plus, la famille F_1 = 0o |, 1
—m2 —m

x engendre F_1 (M),
x est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.
On en déduit que F_; est une base de E_j (M) et dim(EF_1(M)) = 2.

= ( z ) S //371(]1@ ‘ (x,y) c ]RQ
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o Ensuite :
UeBx(M) < (M-2)U = 0,251 (R)
-2 1/m 1/m%\ [z 0
= |m -2 1/m y| =10
m?> m -2 z 0
-2z + %y + #z =
— mx - 2y + %z + =
m?z +my — 224+ =
2z 4+ Ly 4+ -52=0
_ n;y —|—m§220 Lo < 2Ly +mlilq
m L3y <+ 203+ m2L1
3my — 3z=
-2z +1iy 4+ Lz=0
= mY mf (car Ls = —mLy)
y = = 0
1 _ 1
— {—2:1: + 5y = —3%
y = 2
—2mx =-2;
< 1m (L2<—mL2—L3)
Yy = m7
{x — 1
<~ 1
Y =z
D’ou
v 1
EQ(M) = y| € .//371(R) ‘ T = —z
z
Lz
=9 | w7 | € #aR) | (z,y) €R®
z
1
m2
= Vect 1
1
1
= Vect m 75 {0(//3,1([@)}
m2
donc 2 est valeur propre de M.
1
De plus, la famille F5 = m
m2
x engendre Ey(M),
x est libre car constituée d’un unique vecteur non nul.
On en déduit que Fy est une base de Ea(M) et dim(Ey(M)) = 1.
On a donc

dim(Ey(M)) + dim(E_1(M)) =1+2=3

et on peut conclure que la matrice M est diagonalisable.
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1 1

Plus précisément, notons B = m 0 . Par théoréme de concaténation, la
m m
(B) = dim(.:

famille B est libre. De plus, Card(
de vecteurs propres de M.

Donc B est une base de .3 1(R) formée

1 1
3. Soient p et g les endomorphismes de R? définis par p = 3 (f+id) et ¢ = —3 (f —2id).
a) Notons D la matrice de f dans la base 5. On a :

2 0 O
D=0 -1 0
0 0 -1

On note ensuite P (resp. ) la matrice de p (resp. g) dans la base B. On a :

100 000
P={(0 o0 0 et Q=1[010
000 00 1

On vérifie aisément que PQ = QP = 0_(g)-

On en déduit, par passerelle matrice-endomorphisme, que pog=qgop =0 2(OR3)-

De plus, pour tout n € N, P" = P et Q" = Q.

On en déduit que, pour tout n € N, p” =p et ¢" = q.

b) Soit n € N.

2m 0 0
D" = (0 (-1)" 0 ) = 2"P + (-1)"Q
o 0 (-

Par passerelle matrice-endomorphisme : f = 2"p 4+ (—1)"q.

c¢) Notons £ = (ey, ea,e3) la base canonique de R3. Soit n € N. D’aprés la relation précédente et
par passerelle matrice-endomorphisme :

M"™ = 2"Matg (p) + (—1)"Mate(q)

- 27%(1\4 41— (4)7%(1\4 —op)

on _1\n+1 n _1\n
Bl G ) A Ve o Gl VA
3 3
2"+ 2(—1)" 2" — (=)™ 2n 4 (=1t
M”:anI—i—bnMoﬂan:+3()etbn: ?E ) - +(3) .

d) Montrons par récurrence : Vk € N* P(k)
ot P(k) : « M™% = a_pT +b_pM »
Initialisation :
On sait que M? = M + 21. On en déduit que :

M }M—EI =17
2 2

1 1 1
et donc M est inversible d’'inverse M ! = =M — =I. Or, on a bien a_; = —3 et b_1 = 7 Donc

la formule reste valable pour n = —1. D’ou P(1).
Hérédité : soit k € N*. Supposons P(k). Montrons P(k + 1).
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M—(k+l) — M—kM—l
= (a_pl +b_p M)M* (par hypotheése de récurrence)

2 2

a_p —b_yg

M? 4 =F _=F
2 + 2

b_
= Tk(MHI) +

= (i +b_yM) <1M - 11) (dapres P(1))

b_y a_p
=— M—-—I
2
gk —b_ _
Ll %I (d’aprés la question 2.a))

a_g a_p
S (b )1
g M0k T

Or,

et

a, 27K —(-1)7F 2R l4(—1)h
2 3 3
90—k _ 27(k+1) _ 2(_1)7k
3
9—(k+1) + 2(_1)7(k+1)
3

= 0_(k+1)

D’ou P(k +1).

Réponses de I’exercice sans préparation 2 :

1. On propose d’en afficher une représentation sous forme d’histogramme :

return eps

1 n = 1000

2 def simu_epsilon():

3 if rd.random() < 1/2:
4 eps = -1

5 else:

6 eps =1

7

8

9

Epsilon = [simu_epsilon() for k in range(n)]
X = rd.normal(0,1,n)

Y = Epsilon * X

plt.hist(Y)

plt.show()

k= s

10
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250 1

200 1

150 1

100 A

501

2. Puisque X () =R et ¢(2) = {—1,1}, il suit que Y (Q2) = R. Soit x € R.

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événement ([¢ = —1],[e = 1]) :
Fy (z) = P([Y < z])

=P(leX <))

=P(eX <z]ne=—-1))+P([eX <z]|N[e=1])

“P(—X < 2] [ = —1) + B(X <] [ = 1]

=P([X > —z])P([e = —-1]) + P([X < z])P([e =1]) (par indépendance)
1 1

= S0 () + ()
1 1

— L0 e@) + e)

= ®(x)

Ainsi, Y et X admettent la méme fonction de répartition. Puisque la fonction de répartition carac-
térise la loi, il suit que

X et Y suivent la méme loi et donc : Y — N (0,1).

3. Question supplémentaire : le résultat obtenu reste-t-il valable si X suit une loi normale centrée
quelconque ¢
Dans ce cas, on a X < N (0,0?) ot o >0 et X =g X* ot X* < N (0,1). Soit € R. Les calculs
précédents donnent :

K N~ NN -

I
/N 7 N

Il

!

S

S 9ly =
S— N

A nouveau : X et Y suivent la méme loi.

11
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Sujet Maths appliquées 2

Exercice avec préparation 3

On considére un entier naturel n > 3, un entier naturel impair N > 3 et un réel S > 0.

On note N = 2p + 1.

Un jeu oppose n joueurs Ji, ..., J,. Le jeu consiste a lancer N fois une piéce équilibrée par une machine.
Avant les lancers, chaque joueur prédit le résultat de chaque lancer. Sont déclarés gagnants les joueurs
ayant obtenu le plus grand nombre de prévisions correctes (dans I'ordre) ; ils se partagent la somme de
S euros.

Par exemple, si N = 3 et si les lancers donnent PFP, un joueur ayant prédit FFP aura deux prévisions
correctes.
Pour tout k£ € [1,n], on note X}, le nombre de prévisions correctes du joueur Jj et Gy, son gain.

1.
2.

3.

Cours : énoncer la formule du binéme de Newton.

S
Montrer que, pour tout k € [1,n], E(Gg) = —.
n

Ecrire en Python une fonction jeu simulant le jeu et renvoyant une liste de n nombres représentant
le gain de chaque joueur.

. On suppose que les joueurs Jj et Jo adoptent la stratégie suivante : le joueur Jy choisit les prévisions

contraires a celles du joueur Jy (qui choisit ses prévisions au hasard). Les joueurs J; et Jy décident
de partager leur gain & l'issue du jeu.
Par exemple, si N = 3 et si le joueur Jo choisit PPF, le joueur Jy choisit FFP.

Les autres joueurs jouent indépendamment des deux joueurs Ji et Jo. On admet que les variables
aléatoires X1, X3,..., X, sont mutuellement indépendantes, tout comme les variables aléatoires

Xo, X3, ..., Xp.
On note Y = max (X, Xq) et H = G + Ga.
a) Justifier que toutes les variables aléatoires X} suivent une méme loi & déterminer.
Pour tout i € [0,n], on note ¢; = P(Xy =1) et f; = P(X; < 9).

b) Déterminer ’ensemble Y (€2) des valeurs prises par la variable aléatoire Y.

1
c) Justifier que f, = 3
d) Pour tout j € [1,n — 1] et i € Y(2), montrer que :

—9\ . .
p(r="yv=i)=2("" g3
J j—1

e) En déduire E(H), E(G1) et E(G2). La stratégie des joueurs J; et Jo est-elle avantageuse ?

Exercice sans préparation 3

A l’aide d’une intégration par parties, montrer que / e dt ~

+o0

T

12
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Réponses de I’exercice avec préparation 3 :
1. Soit (a,b) € R? et soit n € N. On a :

(@b =3 <Z> aFpnk

k=0

2. Par symétrie des roles, les variables aléatoires X, (resp. Gy) suivent la méme loi. Toutes les variables
aléatoires étant finies, elles admettent une espérance. On en déduit que :

E(G1) = E(G2) = --- =E(Gn)
De plus, d’aprés le principe du jeu :
n
Y Gy =S
k=1
En passant a l'espérance, on obtient, pour k € [1,n] fixé :

nE(Gr) =S

D'ou : E(Gg) = %

3. « On propose d’abord une fonction Python qui simule entiérement le jeu, y compris les lancers de
la piéce par la machine

1 def jeu(n, N, 8):

2 X = [0 for k in range(n)] # nombre de prévisions correctes des joueurs

3 for i in range(N):

4 lancer = rd.randint(0,2) # lancer numéro i de la piéce par la machine
5 for k in range(n):

6 if rd.randint(0,2) == lancer: # si le joueur k a réussi sa prévision
7 X[k] +=1

8 m = max(X) # nombre maximal de prévisions correctes

9 gagnants = [] # liste des joueurs gagnants

10 for k in range(n):

1 if X[k] == m: # si le joueur k est gagnant

12 gagnants.append (k)

13 gain = S / len(gagnants)

14 G = [0 for k in range(n)] # liste des gains des joueurs

15 for k in gagnants:

16 G[k] = gain

17 return G

« Solution moins dans 'esprit du sujet. Les variables aléatoires X} sont indépendantes et suivent
toutes la loi B (N, %) Simuler le jeu revient & simuler les Xj, puis a& compter combien il y a de
gagnants puis a leur partager la somme S de maniére équitable.

13
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else:
listeGains.append(0)
return listeGains

kol = s
oY [ — o

‘ =
IS

1 def jeubis(n, N, S):
2 nbPrevisionsJoueurs = rd.binomial(N, 1/2, n)
3 maxPrevisions = max(nbPrevisionsJoueurs)
4 nbGagnants = 0
5 for k in range(n):
6 if nbPrevisionsJoueurs[k] == maxPrevisions:
7 nbGagnants += 1
8 listeGains = []
9 for k in range(n):
if nbPrevisionsJoueurs[k] == maxPrevisions:

listeGains.append(S/nbGagnants)

4. a) « Soit k € [2,n]. Pour le joueur k, 'expérience consiste en une répétition de N épreuves de

Bernoulli identiques et indépendantes, de paramétre % (le succés étant :

prédiction »).

« faire la bonne

Pour tout k € [2,n], X — B (N, %)

o Ensuite, X1 = N — X3, c’est-a-dire que X est égale au nombre d’échecs du joueur Jo. Puisque
la piéce est équilibrée, le fait de compter les succes ou les échecs donne la méme loi.

Dou X; — B (N, %)
b) X1 =N — X5 donc Y = max(N — Xy, Xo) d’on

Y(Q) = {max(N — k, k) | k € [0, N]}

N
Or, N—-k=k < 2k=N <— k::?maisNestimpair.

On en déduit que Y (Q2) = [[%,N]] =[p+1,2p+1].

<=
I

B

N

I
g =B

I
~
7~ N7 N7 N
=
|
o
N

=

|
—_
N———

R
)
ce(fne)

1
Do : f, = 5

(car Xy et N — Xy, suivent la méme loi)

14
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d) « Soit i € Y(£2). Tout d’abord, rappelons que X1 = N — X5. Ainsi, puisque N est impair, X et
X ne peuvent pas prendre la méme valeur. De plus, si Xy (resp. X1) prend la valeur 4, alors
X1 (resp. X2) prend une valeur strictement inférieure a i. On en déduit que :

et les événements [X7 = i| et [ X2 = i] sont incompatibles.

Pour tout i € Y(Q2), P([Y =1i]) = 2¢; # 0.

e Soit i € Y(Q) et soit j € [1,n — 1]. D’apreés ce qui précéde, on peut écrire que :

(=)= (o-3]) - (-3)

Supposons ’événement [Y = 7] réalisé. Dans ce cas :

Il y a 5 gagnants en tout

S e
[H - } est réalisé ET l'un des j gagnants est J; ou Jo

J

Il y a j gagnants en tout
ET le nombre maximal de prévisions correctes est ¢

Le nombre maximal de prévisions correctes est ¢

ET il y a j — 1 gagnants parmi les joueurs Js, ..., J,
J — 1 joueurs parmi Js, ..., J, obtiennent ¢ prévisions correctes
<= ET (n—2)—(j—1) =n—1—j joueurs parmi J3, ..., J, obtiennent

moins de ¢ — 1 prévisions correctes

Ainsi, par indépendance des choix des joueurs J3, ..., J, :

S (=2 1oy
(=)~ (e

—9\ ,
D’Oﬁ . P <H: S7Y:Z> — 2<n >qzjfln_11]
J j—1

e) Tout d’abord, remarquons que H(2) = {0} U {? | 7 € [1,n — 1]} (il ne peux pas y avoir n
gagnants puisque Jj et Jo ne peuvent pas gagner simultanément).
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E(H

E

i=1 Jiey(Q)

)=0xP([H =

N+ 2p

=1 J

> P

(r-3r-)

(Formule des probabilités totales
avec le sce associé a'Y)

n-1 g 2p+1 2> i1
]El .7 z—;—l <] 1 il
Al n=l ] [y — 2\ ;. g
— 928 ( )g? n1-j
if%l]zlj j—1)7t
2p+1 n—1 n—1 i oen—1—j o
=28 Z;Ll Z p— < i )qi i1 (formule du capitaine)
i=p+1 j=
28 2p+1 1 )
= > ((CIz + fic)" T = ) (binéme de Newton)
n— 1,24
28 2p+1 - 1
— fn n—
B8 (o)
25
= 1 (1- ;71) (par télescopage)
n —
25 1
= : <1 - 2n_1> (d’apres la question 4.c))
n p—
Par symétrie des roles de Jy et Jo : E(G1) = E(G2). De plus, H = G1 + G5 donc
1 S 1
E -k — “E(H) = 1—
(61) = 2(Go) = i = 2 (1 51

Comparons maintenant les deux espérances selon la stratégie choisie :

ce qui est vrai pour

S 1

1—
n—1< on—1

tout entier n >

)

S
> —
n

1 n—1
1_2"—1 n
n—1 1
1= n on—1
1 1
n o~ gl
— np<2n!

3 par récurrence immédiate.

La stratégie des joueurs J et Jo est donc avantageuse.
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Réponses de I’exercice sans préparation 3 :

+oo 2
o On commence par montrer que e dt est convergente.
xT

1
« les fonctions t — e~ et t — o) sont continues et positives sur [z, +00]

e_t2 = o0 l
x _t4)+oo t2

+oo
x l'intégrale / 2 dt converge par critére de Riemann
x

Par critére de négligeabilité pour les intégrales généralisées de fonctions continues et positives, on en

+oo
déduit que / et dt est convergente.
x

e Soit x > 1 et soit B > x. On remarque que :
On procéde par IPP :

Cette IPP est valide car u et v sont de classe C! sur [z, B]. On a alors :
/B 42 di — -1 42 . /B 1 _2 di — efB2 I efx2 /B 1 2 di
L Tl ) 2t ~ B T2 ), 2#2¢

=0

1
* B%HJIrloo 2B

B 1 2 e ¥ e_B : B 2
x / —Qe*t dt = - - / e ¥ dt et tous les termes a droite admettent une limite
. 2t 2x 2B -

—+00
lorsque B tend vers 4+oo, donc / ﬁe*ﬁ dt est convergente
x

En passant a la limite lorsque B tend vers +o00, on obtient :

+o00 —x? “+o0o 1
/ e dt = ¢ —/ — et dt
. 2 - 2t2

De plus, par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans l’ordre croissant :

“+o0o 1 +00 1 1 +oo
0< / et dt < / e dt = 2/ et dt
- 2t - 2x 2z% J,

On en déduit, par théoréme d’encadrement, que :

+o0 1 400
/ —edt= o < / et dt)
T 2t z—+o00 T

400 5
D’ou I’équivalent :/ e dt ~

z z—+too 2T '

)
eil?
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1
b n
Question supplémentaire : En déduire, pour 0 < a < b, la valeur de : lim (/ e dt) .
a

n—-+o00

b n b
On pose, pour tout n € N*, [, = </ ot dt> et J, = / ot dt, de sorte que I,, = e n(n),
a a
+00

On pose également, pour tout x > 1, p(x) = / e—tz dt.

x
On effectue le changement de variable affine \/nt = u :

" Jaym
= (plavim) - p(bvm)

(6] a 2 2 2
_ 1_7—n(b—a) ( na)
2an < b + n—>0+oo ¢
e—na2
= 1 1
2an < +n—>0+00( )>
D’ou :
e—na2
1
"m( 2an (1+TH0+OO(1)))
I,=¢
1 —na2-1 1
_ ( na®—In(2an)+ n<1+nﬂo+oo(1)))
In(2an) 1
—a?— —i—fln(l—&— o (1))
—e n n n——+oo
Or,
) In(2an) . 3
x lim = (0 par croissances comparées
n—-+4+oo n
1
x lim —In <1+ 0 (1)> =0
n—+oo N n—+4o0o

Par continuité de I’exponentielle : lim [, = e,
n——+0o00
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Sujet Maths appliquées 5

Exercice avec préparation 4
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée réduite.
On note respectivement ¢ et ® la densité continue sur R et la fonction de répartition de cette loi.
1. Cours : Enoncer le théoréme d’intégration par parties.
+00

2. Donner sans justification la valeur de l'intégrale / et dt.
—0o0

3. Montrer que Z = max(X,Y’) est une variable aléatoire & densité. Vérifier que Z admet pour densité
la fonction f définie par :
Vz € R, f(z) = 2p(z)®(z)
4. a) Pour tout z € R, exprimer ¢'(x) en fonction de p(z).

b) Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que :

+o0o 1 1 +o0 5
zf(z) de = — + / e dx
| et =+

¢) En déduire que Z admet une espérance et donner sa valeur.
5. a) Montrer que X? et Z? suivent la méme loi.

b) En déduire la variance de Z.

Exercice sans préparation 4
Un graphe est dit régulier s’il est simple et si tous ses sommets ont le méme degré. Ce degré commun
est alors appelé le degré du graphe régulier.

1. Ecrire le code Python d’une fonction regulier (M) qui prend en entrée la matrice d’adjacence d’un
graphe simple et qui renvoie un booléen égal a True si le graphe est régulier, & False sinon.

2. Déterminer les graphes réguliers de degré 0, 1 et 2.

3. Soit G un graphe régulier de degré 3. Que dire du nombre de sommets de G 7
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Réponses de I’exercice avec préparation 4 :

1. Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un segment [a, b]. Alors

1
I
—~
&
N~—
[~
—~
]
N~—
—
|
S~

o
=
&
e\
—~
8
N~—
QU
8

/ab o (z)v(x) do

+o0

2. On remarque que / —e~ " dt est e moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire W < A

—o VT

+o0 5
D’ou : / e dt=n

—00

3. Tout d’abord, Z(2) = R. Soit z € R.

La fonction de répartition Fyz est de classe C' sur R donc Z est a densité.
On dérive F'7 sur R pour obtenir une densité, en se souvenant que ® = .

x]) (par indépendance)

La fonction f : z +— 2p(z)®(z) est une densité de Z.

4. a) La fonction ¢ est de classe C! sur R. Soit = € R.

¢'(z) = E(—x)e_§

b) Tout d’abord,

/0+oo rf(x) dz = 2/0+OO xp(x)®(x) de = —2 /0+oo ¢ (2)®(z) da

Soit B > 0. On procéde par IPP :

B B
| e@ee) o= le@ow | - [ o ds
0 0

— o(B)B(B) — — ;/OB< Lo

— X
V2T

(B)®(B) — — / Ty
= - - —e x
7 227 0o 2m

— o(B)B(B) — — —1/B e da
7 22 21 Jo

De plus,
li B) =
. B—1>1’—I§—100 80( ) 0
« lim @®(B)=1
B—+oc0

N|=

D\ 2
z) dx

o

o)
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B 400
x lim e dy = / e dx (intégrale convergente d’apres la question 2)

Par passage & la limite lorsque B — 400, on obtient :

/+00 "(2)®(x) do = IR /+oo e dx
0 7 22 27 Jy

En multipliant par —2, on obtient le résultat souhaité :

/+OO zf(z) dx1+1/+oo e da
0 V2r T Jo

¢) En faisant un calcul analogue, on a également :

0 1 1 [ 2
/ l’f(aj) d$:_m+ﬂ'/ e dr

—+00

La variable aléatoire Z admet une espérance si et seulement si I'intégrale / xf(x) dr est

—00
absolument convergente, ce qui revient & montrer la convergence pour ce calcul de moment.
0
On a montré précédemment que /
—00

+oo
gentes donc / xf(x) dr est convergente. De plus,

—00

1 1 /0 5 1 1 [t 2
=——=+= e’ da:++/ e " dx
V2r T oo V2m T Jo

1 [T
= / e dr
™ —0oQ

1
=T (d’apres la question 2)

Si=7

5. a) Tout d’abord, X?(Q) = Z%(Q) = RT donc, pour tout < 0, Fy2(x) = Fy(z) = 0.
Soit z € RT.

Fya(z) =P([2* < ])
Fz(—Vz
(Vi

~—

8

(Vz) — ®(—/1) (car ®(—t) =1—D(t))

Les fonctions de répartition coincident donc X? et Z2 suivent la méme loi.

+oo
xf(z) dx et / xf(x) dx sont toutes les deux conver-
0
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b) La variable aléatoire X2 admet une espérance donc Z admet un moment d’ordre 2, i.e. Z admet
une variance. D’aprés Koenig-Huygens :

V(Z) = B(Z2) — E(Z)2 = B(X?) — - = V(X) + E(X)2— L =1- 1

s s m

Réponses de ’exercice sans préparation 4 :

1. On propose la fonction suivante :

def regulier(M):
n = len(M)
deg = np.sum(M[0])
for i in range(1,n):
if np.sum(M[i]) != deg:
return False

N o o e W N e

return True

2. « Les graphes réguliers de degré 0 sont les graphes complétement déconnectés (il n’y a aucune aréte
reliant deux sommets).

o Les graphes réguliers de degré 1 sont les réunions déconnectées de paires de sommets reliés par
une aréte.

« Les graphes réguliers de degré 2 sont les réunions déconnectées de cycles.

3. Notons n le nombre de sommets du graphe et A le nombre d’arétes.

Tout d’abord, il y a au moins 4 sommets (chaque sommet étant relié a trois autres sommets).

n>=4

Ensuite, d’apres la formule d’Euler :

> deg(x) =24
zes

ou S est I’ensemble des sommets de notre graphe G. D’ou 3n = 2A.

On en déduit que n est pair.

4. Question supplémentaire : démontrer la réciproque du résultat précédent.

On se donne un entier k > 2 et on cherche a construire un graphe régulier de degré 3 possédant 2k
sommets.

o Pour k = 2, une solution est fournie par le graphe complet a 4 sommets :

o Pour le cas général avec k > 3, on note les sommets s1, S92, . . ., Soi €t on les sépare en deux moitiés :
{817 cey Sk} et {Sk-i-l) ey SQk}‘
Construction numéro 1 : on relie

x 81 & Sky1, Skt2 €t Ski3;
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X

X

52 & Sky2, Sk+3 €t Spia;

Sk—2 & Sgg_2, Sop—1 et Sop;
Sk—1 & S9—1, Sok €t Ski1;

Sk & Sok, Sk+1 €t Sky2;

Il est assez facile de voir que tous les sommets s, ..., s, sont de degré 3. C’est un peu plus dur
pour les sommets Sg11, ..., Soi, mais il suffit de se convaincre que chacun de ces sommets apparait
exactement trois fois dans la liste ci-dessus.

Représentons le graphe obtenu pour £ = 3 et en numérotant les sommets de 1 a 6.

GWQ

F=5

Représentons le graphe obtenu pour £ = 4 et en numérotant les sommets de 1 a 8.

3
4 2
5 1
6 8
7
Construction numéro 2 :
x on crée un cycle en reliant s; & so, puis s9 a S3, ..., puis sx_1 & S et enfin s & s1. Chacun de

ces sommets posséde deux arétes dans ce cycle.

on crée un cycle en reliant sgy1 & Sgy2, PUiS Sg+2 & Sgy3, ..., PUIS Sop—1 & Soi et enfin sg &
Sg+1- Chacun de ces sommets posséde deux arétes dans ce cycle.

pour tout ¢ € [1,k], on relie s; et sgi;. Ceci ajoute une troisiéme aréte a chaque sommet et
donc tous les sommets sont de degré 3.

Représentons le graphe obtenu pour k = 3 et en numérotant les sommets de 1 a 6.
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Représentons le graphe obtenu pour £ = 4 et en numérotant les sommets de 1 a 8.

3

7

Représentons le graphe obtenu pour k£ = 5 et en positionnant différemment les sommets numérotés
de 1 a 10.
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