Lycée Carnot DM : Urne de Pélya E2A

On considére une urne qui contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue dans cette urne une
suite infinie de tirages d’une boule avec remise en suivant le protocole suivant : a chaque tirage, on note la couleur de
la boule obtenue et on rajoute dans I’'urne une boule supplémentaire de la méme couleur.

e On note, pour tout k € N*,

By, : « on obtient une boule blanche au k¢ tirage »

N}, : « on obtient une boule noire au k° tirage »

e On note T la variable aléatoire égale au rang du premier tirage ou I'on obtient une boule blanche.

e Pour tout n € N*, on note X,, (resp. Y,,) la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches (resp. noires)
dans l'urne a l'issue du n® tirage. Par convention, on pose Xy =1et Yy = 1.

Exemple : si l'issue est w = (N, B, B, N, B,...), alors
o T(w)=2
e Xi(w) =1, Xp(w) =2, Xz(w) =3, Xy(w) =3, Xs(w) =4
o Vi(w) =2, Yo(w) =2, Y3(w) =2, Yy(w) =3, V5(w) =3

Partie A : Etude de la variable aléatoire T

1. Montrer que, pour tout n € N*,

2 1
P(,QNI“> Th+1

0
On rappelle que ﬂ Np = (). La formule précédente est-elle encore valable pour n =07
k=1

Démonstration. Soit n € N*. D’aprés la formule des probabilités composées, sous réserve d’existence :
n
P(ﬂ Nk) = P(N,)Py,(N2) ... Pryncn,_, (V)
k=1

e L’urne contient initialement 1 boule blanche et 1 boule noire. Par équiprobabilité : P(N;) = %

e Soit j € [2,n]. Si 'événement Ny N---NN;_; est réalisé, alors c’est que 'on a tiré une boule noire a chacun

des j — 1 premiers tirages. Dans ce cas, le j° tirage s’effectue dans une urne contenant 1 boule blanche et

1+ j — 1= j boules noires. Par équiprobabilité : Py, n..an,_, (N;) = ]j?

Ainsi, tous les termes du produit sont bien définis et on a

P(ﬂNk) ]_[j]Tl
k=1 j=2

DO =

= par télescopage

De plus, on a :

donc la formule reste valable pour n = 0.

2. Expliciter T(Q).
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Démonstration. On doit faire au moins un tirage pour obtenir une boule blanche, donc T(£2) ¢ N*. Réciproque-
ment, si k € N*, il est possible d’obtenir, dans cet ordre : k — 1 boules noires puis une boule blanche. Dans ce

cas, T prendra la valeur k et donc k € T(2). Finalement : | () = N* |. O

3. Soit n € T(Q). Calculer P([T = n]). (On pourra utiliser la question 1)

Démonstration. Soit n € T(2) = N*.

[T = n] est réalis¢ < On obtient une boule blanche, pour la premiere fois, au n® tirage

On obtient des boules noires aux tirages numéros 1,2,...,n—1 et
une boule blanche au n® tirage

— Nin---NnN,_; N B, est réalisé

P([T = n]) = ]P)(Nl n---N Nn—l n Bn)
=P(N;n---nN Nn—l)PNlnmnNn,l(Bn) car P(Nyn---NN,_1)#0

En effet, d’apres la question 1, on a P(N; n---N N, _1) = %

Si ’événement Ny N ---N N,,_; est réalisé, alors c’est que I'on a tiré une boule noire & chacun des n — 1 premiers
tirages. Dans ce cas, le n® tirage s’effectue dans une urne contenant 1 boule blanche et 1 + n — 1 = n boules
noires. Par équiprobabilité : Py n..an,_, (Bp) = ﬁ

Ainsi : [P([T =n]) =

1
T n(n+l) |

O

4. Si Pon appelle succés événement « on obtient une boule blanche » (défini pour un tirage singulier), alors la
variable T est égale au rang du premier succes dans une succession d’épreuves de Bernoulli. Expliquer brievement
pourquoi T ne suit pas une loi géométrique.

Démonstration. Les tirages n’étant pas indépendants, le raisonnement proposé ne permet pas de conclure que
T suit une loi géométrique. O

5. La variable T" admet-elle une espérance ?

z . . . N . . N * s .
Démonstration. La variable T est discrete infinie, a valeurs dans N*, donc 7' admet une espérance si et seulement
si la série ) nP([T = n]) est absolument convergente, ce qui revient a démontrer la convergence ici car il s’agit
d’une série a termes positifs.

On a :
[ ] TL]P’([T:’[’L]):n 1 —L %

n(n+l) ~ n+l n:-oo

e pour tout n = 1, nP([T =n]) 20 et % =0
e la série harmonique Z % diverge par critéere de Riemann

Par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, la série ) nP([T = n]) diverge. Donc T n’admet pas
d’espérance. ]

6. Simulation informatique :

(a) On rappelle que rd.random() simule une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1]. Rappeler une
commande Python qui permette de simuler une épreuve de Bernoulli de parametre p.

Démonstration. On peut simuler une épreuve de Bernoulli de parametre p en appelant la commande

rd.random() < p
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(b) Soit n € T(2). Montrer que si T prend la valeur n, alors I'urne contient exactement n boules noires a I'issue
du ne tirage.

Démonstration. Supposons que T' prend la valeur n. Alors c’est que l'on a tiré des boules noires lors des
n — 1 premiers tirages et une boule blanche lors du n° tirage. On a donc rajouté n — 1 boules noires et
1 boule blanche dans 'urne a l’issue du n° tirage. L’urne contenant initialement 1 boule noire et 1 boule
blanche, on peut conclure que 'urne contient 1 + n — 1 = n boules noires a I’issue du n® tirage. O

(c) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire T :

import numpy.random as rd
def simulT():
u = 1 # nombre de boules blanches
v = 1 # nombre de boules noires
while rd.random() < v/(u+v)
v = v+l

[ S S N L

return \4

Démonstration. Tirer une boule noire est une épreuve de Bernoulli de parametre p = v/(u + v). On doit
continuer l’expérience tant qu’on tire une boule noire. On s’arréte quand on tire une boule blanche. On
doit alors renvoyer la valeur prise par T', qui n’est autre que le nombre de boules noires d’apres la question
précédente, on renvoie alors v. O

Partie B : Etude des variables aléatoires X,

7. Reconnaitre la loi de X.

Démonstration. L’urne contient initialement 1 boule noire et 1 boule blanche. Lors du premier tirage, on peut :
e soit tirer une boule noire, auquel cas on rajoute une boule noire dans I'urne et X; prend la valeur 1

e soit tirer une boule blanche, auquel cas on rajoute une boule blanche dans I'urne et X; prend la valeur 2

Ainsi : | X1(Q) = {1,2}|.

De plus, par équiprobabilité : P([X; = 1]) = P(V;) = 5 et P([X; =2]) = P(By) = 3.

On reconnait alors que ‘ X1 = U([1,2]) ‘ O

8. Démontrer par récurrence : Yn € N*, X, (Q) = [1,n +1].

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥Yn € N*, P(n)
ou P(n) : « X,(Q) =[1,n+1] »
Initialisation : d’apres la question précédente, X;(2) = {1,2} = [1, 2], d’ott P(1).
Hérédité : soit n € N*. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, X,,(Q2) = [1,n + 1].
Soit k € [1,n + 1]. On suppose que X,, prend la valeur k. Au (n + 1)° tirage,
e soit on tire une boule noire, auquel cas on rajoute une boule noire dans I'urne et X,,,; prend la valeur k

e soit on tire une boule blanche, auquel cas on rajoute une boule blanche dans 'urne et X,,,; prend la valeur
k+1

On en déduit que

X1 (Q)=[1,n+1]U[2,n+2]
=[1,n+ 2]

Dot P(n + 1).
On a montré par récurrence : pour tout n € N*, X, (Q) = [1,n + 1]. O

9. Simulation informatique :
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(a) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire X, :

o oo N o ov e jw N =

def simulX(n):

u = 1 # nombre de boules blanches
v = 1 # nombre de boules noires
for i in range(n):

if rd.random() < v/(u+v)

v = v+l
else:
u = utl

return u

Démonstration. Lors de la boucle for, on simule les n premiers tirages. Pour chaque tirage, si on obtient
une boule noire alors il faut augmenter le nombre de boules noires de 1 et si on obtient une boule blanche
alors il faut augmenter le nombre de boules blanches de 1.

(b) On exécute le programme suivant :

On obtient alors le tracé :

Que peut-on conjecturer sur la loi de X9 ? Généraliser la conjecture pour la loi de X,,.

1 n = 20
2 N = 5000
3 E = np.zeros(n+l)
4 for i in range(N):
5 E[SimulX(n)-1] = E[SimulX(n)-1] + 1
s plt.bar(range(1l,n+2),E)
250 1
200 1
150
100 4

50.

D.

0 5 10 15 20

O

Démonstration. Le tracé obtenu est le diagramme en barres de la loi de X5(, obtenu en 5000 simulations.
On remarque que chaque valeur est prise a peu pres autant de fois que les autres. On conjecture alors que
Xoo = U([1,21]). Plus généralement, on conjecture que X,, = U([1,n + 1]).

10. Soit n € N*.

(a) Combien de boules sont contenues dans I'urne & 'issue du ne tirage ?

O

Démonstration. L'urne contient initialement 2 boules. A chaque tirage, on rajoute une boule. Ainsi, I'urne
contient n + 2 boules a I'issue du n® tirage.

(b) En déduire une relation entre X,, et Y,,.

O

Démonstration. X,, + Y, est la somme du nombres de boules blanches et du nombres de boules noires
contenues dans I'urne a I'issue du n® tirage. Il n’y a pas d’autres types de boules dans 'urne. Ainsi, X,, +Y,,
est égal au nombre de boules qui sont contenues dans l'urne a llissue du n° tirage. On en déduit que

X,+Y,=n+2|

O
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()

Expliquer, sans faire de calculs, pourquoi X,, et Y,, suivent la méme loi.

Démonstration. 1ly a autant de boules blanches que de boules noires dans 'urne initialement et les couleurs
jouent un role symétrique dans le protocole de I'expérience. On en déduit que X,, et Y,, suivent la méme
loi. O

En déduire la valeur de E(X,,).

Démonstration. Tout d’abord, les v.a.r. X,, et Y,, sont finies dont admettent une espérance. On en déduit
que X,, +Y,, admet également une espérance.

D’une part,
E(X, +Y,) =E(X,) +E(Y,) par linéarité
=2E(X,,) car X,, et Y,, suivent la méme loi
D’autre part,
E(X, +Y,) =E(n+2)
=n+2
Et donc | E(X,,) = %2 | O

11. Soit n € N*.

(a)

(b)

Soient 7 € X,,(2) et j € X,,41(Q). Calculer Prx _;1([X,+1 = j]) en distinguant trois cas.

Démonstration. Si 'événement [X,, = i] est réalisé, alors c’est que I'urne contient 7 boules blanches et
n + 2 — 4 boules noires & I'issue du n® tirage. Dans ce cas, a 'issue du (n + 1) tirage, 'urne contiendra soit
i boules blanches (si on tire une boule noire) soit 7 + 1 boules blanches (si on tire une boule blanche). On
en déduit la disjonction de cas suivante :

e Sii =7, alors

P[Xn=i]([Xn+1 = ,7]) = P[Xn=i](Nn+1)
n+2-—1

= par équiprobabilité

n+2-j
n+2

e Sii=75—1, alors

Prx, =([Xn+1 = J1) = Prx, =i1(Bn+1)
= par équiprobabilité

e Sii¢ {j—1,7}, alors
Prx,=i1([Xns1 = 4]) =0

En déduire que, pour tout j € [2,n + 1],

P([ X = 1) = B([X, =~ D25 4 B(Lx,, =

et vérifier que cette formule reste valable pour j =1et j =n + 2.

Démonstration. Soit j € [2,n + 1]. La famille ([X,, = k])yepi n+1) €t un systeme complet d’événements
car X,,(2) = [1,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales,
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P([Xns1 = 41) = Yoy P([Xper = j10 [X, = 4])
= Y P([X, = i)k, 2y ([ X = 5])
= P([ n=J— 1])]P)[Xn:j—1]([Xn+1 = J])
+P([X,, = j1)Prx,=11([Xna1 = 51)

=P([X, = j - 1) + P([X, = j]) =L
Pour j =1,0n a

n+1
e D’une part, P([X,+; = 1]) = (ﬁ Nk> P

n+1_ 1 n+1_ 1
])n+2_n+1n+2_n+2

QVie[Ln+w,PﬂXn:ﬂ)¢0
Ji-1eln+1]etjel,n+1]

Q cf question précédente

e D’autre part, P([X,, = ]) +IE”([

et pour j =n+2 ona

n+1
1
e D’une part, P([X,,41 =n+2]) = P(ﬂ Bk) =3
k=1
+1 1 +1 1
e Diautre part, P([X,, = n+ 1]) s + P([X, = n+2])~ _n+1Z+2:n+2

donc la formule obtenue reste valable pour j=letj=n+ 2. O

12. Montrer que : Yn € N*, X,, > U([1,n + 1])

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥Yn € N*, P(n)

ou P(n): « X, =U([1,n+1]) »

Initialisation : d’apres la question 7, X; = U([[1,2]), d’on P(1).

Hérédité : soit n € N*. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, X,, = U([1,n + 1]) donc, pour tout i € [1,n + 1], P([ X, =4]) = ﬁ

On sait déja que X,,+1(Q) = [1,n + 2]. Soit j € [1,n + 2].

o Sije[2,n+1],
B([ X1 = 91) = P(X = = 1) 25 + (X, = i) oy

=nili+é+n11":i2j carj—1e[l,n+1]et je[l,n+1]
Cj—l4n+2-
S Dm D)

: n+1
T (n+1)(n+2)
_ 1
Tn+2
¢ Sij=1,
. 0 n+1
IP)(I:*Xvn+1=.7:|)_ ([Xn_OD +2+P([Xn=1])n+2
_ 1 n+1
“Tn+ln+2
3 1
Tn+2
o Sij=n+2,
. n+1 0
P([Xps1 =7]) =P([X,, =n + 1])m +P([X, = n+2:|)m
_ 1 n+1
T n+ln+2
1
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D’ou P(n + 1).

On a montré par récurrence : | pour tout n € N*, X, < U( [1,n+1]) | O

13. (Cubes uniquement) Montrer que : Ti 2 UonU < U([0,1]).

1 potoo

Démonstration. Soit U = U([0,1]). Soit n € N*. Notons Y,, = ==. On a

n+1

v () = {5 v e X,(2)]

={%|ke[{1,n+1ﬂ}

On remarque en particulier que Y, () c]0,1].
Soit = € R.

e Siz <0, alors

Fy, (z) = P([Y, <2]) = P(8) =0 — 0

e Six =1, alors
Fy (z) =P([Y, sz]) =P(Q) =1 - 1

e Si0<zx<1,alors

Fy, (z) = P([Y, < ])
=P([X, sz(n+1)])

lz(n+1)]
= Z P([ X, =k]) car X,, est & valeurs enti¢res non nulles
k=1
le(n+D] 4
= 71 car X,, > U([1,n +1])
k=1
_lz(n+1)]
T on+1
Or,z(n+1)-1<|z(n+1)] <z(n+1) donc = — ﬁ < MLJ:T)J Szretz— ﬁ e donc, par théoréme
n n n n—+00
d’encadrement,
lz(n+1)]
FY” (IE) - n+1 n:)oo v

Finalement, on a montré que
Ve eR, Fy (z) — Fy(x)
: n—+0oo

donc|Y, = 2= =, U], O




